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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Segunda fecha. 13 de agosto de 2021.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Sean R={(z,y) : |z|+|y| <1} y u solucién del problema dado por:

V2u(z,y) =0 para (x,y) € R
vy para |z[+[y[=1,4>0

u(m’w:{—wy para  |z[+|y[=1,y<0

Obtener el méaximo valor de |u(z,y)| en R
Ejercicio 2. Explicar por qué la serie trigonométrica de Fourier en [—1,1] de la
o.)

funcién f(z) = x*log(1 + 22) se reduce a Zan cos(nmx) y analizar si converge

n=0
uniformemente. Calcular Z(—l)”an y Z(Zn + 1)(—1)"a2n41
n=0 n=0

Ejercicio 3. Describir un problema fisico que pueda modelarse como:
Ut = Ugpy O<z<?2, t>0
u(z,0)=g(x) 0<zr<2
u(0,t)=1 t>0
ur(2,8)=0  t=0

(2k+1

y resolverlo, sabiendo que g(x) :1+Z b, sen 71'5(1) para todo z € [0, 2].
k=0

Ejercicio 4. A partir de la transformada de Fourier de

_f sen(t) sitel0,n]
f(#) {0 Gitd0.n]

(1 4 cos(wm)) cos(wmt)
1 —w?

s
calcular el valor de la integral impropia / dwent = 5 previo

—0o0

estudio de convergencia.

1 si0< <3
sent sit>%
existencia de la transformada de Laplace de f y dar su dominio de convergencia.
Resolver, aplicando transformada de Laplace a la ecuacion:

y'(t) =2y () +2y(t) = f(t) >0

con condiciones iniciales y(0) =y'(0)=0.

Ejercicio 5. Dada f : (0,4+00) — R, f(t) = , analizar la
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1. Sean R = {(x, y)eR?: |x| + | y| < 1} y u solucion del problema dado por:
() Au(x,y)=0 si (x,y)eR

. xy si |x|+|y|=1,y20
(i) u(x,y) = )
—Xy Si |x|+|y|=1,y<0

Obtener el maximo valor de |u(x, y)| en R .

Resolucion: Se trata de un problema de Dirichlet con condiciones continuas en la
frontera, pues en los puntos (x,y) de esta frontera es u(x,y)= x| y|. Por lo tanto, la

(Gnica) solucién del problema es una funcidon armoénica en R y continua en su borde. Por
el Principio del Maximo para armonicas (ver, por ejemplo, pagina 14 del Apunte sobre
Ecuaciones Diferenciales, de acceso libre y gratuito en la pagina de la asignatura), u
alcanza su valor maximo y su valor minimo en el borde de R.

|
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Estudiemos la funcién en cada uno de los lados rectilineos del borde de R indicados como
en la figura:

I x=t, y=1-t, 0<t<1: u=xy=t(1-¢). El maximo de esta funcion cuadratica en
el segmento [ 0, 1 ] se verifica en ¢, =+ y su valor es +. El minimo, en el mismo

segmento, se alcanza en los extremos: £ =0y ¢ = 1, donde la funcion se anula.

M: x=—t, y=1-¢t,0<¢t<1: u=xy=—t(1-t)=¢(—-1). El maximo de esta funcién
cuadratica en el segmento [ 0, 1 | se verifica en sus extremos, donde se anula, y su minimo
se alcanzaen ¢,,, =1 ysuvalores -7 .



OI: x=-t , y=t-1, 0<¢t<1: u=—-xy=¢t—-1). Es la misma funcién que en el
segmento II. Su maximo se verifica en sus extremos, donde se anula, y su minimo se
alcanzaen ¢,,, =+ y suvalores - .

IVix=t,y=t-1,0<t<l: u=—xy=—t(t—-1)=t(1-¢). Esla misma funcion que en
el segmento I. Su maximo se verifica en #,, =1 y su valor es +. El minimo se alcanza

en los extremos del segmento: t =0y ¢ = 1, donde la funcién se anula.

Resumiendo: el valor maximo de u en el borde de R es % y el valor minimo es —+ . Por

lo tanto, el maximo de |u| en el borde de R (y por lo tanto en R ) es + . Para mayor

informacion, este maximo se alcanza en los cuatro puntos medios de los lados del
.11 11 11 11
cuadrado: (3,3), (-3.3), (=3, y (3.—3)-

Observacion 1: el calculo del valor minimo de u en el borde de R era necesario: si este
minimo hubiera sido -3, por ejemplo, entonces el valor méximo de |u| hubiera sido 3.

Observacion 2: Si usted recuerda el grafico del paraboloide hiperbodlico (alias silla de
montar), le puede resultar facil de visualizar el resultado obtenido graficando la superficie

{ (x,y,2) e R’ 1z =2xy)| } y su interseccion con el cilindro { (x,,2) e R : x| +[y] =1 }

Respuesta: E1 maximo de |u| en el borde de R (y por lo tanto en R ) es 1. Para mayor

informacion, este maximo se alcanza en los cuatro puntos medios de los lados del

cuadrado: (1,1), (-1.,1), (-1,-Dy &,-D).

2. Explicar por qué la serie trigonométrica de Fourier en [-1,1] de la funcidon

4 2 - . . .
f(x)=x"log(l+x") se reduce a Zan cos(nzx) y analizar si converge uniformemente.
n=0

o0

Caleular Y (-1)"a, y D Q2n+)(-1)"a,,.; -
n=0

n=0

Resolucion: La extension 2-periodica de f es una funcion continua (en el interior del
intervalo [—1,1] es de clase C* y toma el mismo valor, log(2), en ambos extremos), y
ademas su derivada es seccionalmente continua (tiene discontinuidades de salto finito en
los extremos de [—1,1]). Por lo tanto, la serie de Fourier de f converge uniformemente a
fen toda la recta: Teorema 5.b, pagina 22 de los Apuntes sobre Series de Fourier, de
acceso libre y gratuito en la pagina de la asignatura. Insistimos, una vez mas, que la
continuidad de f'es condicion necesaria pero no suficiente para la convergencia uniforme



de su serie de Fourier. En este caso, la condicidon suficiente es que f, ademas de ser
continua, tiene derivada seccionalmente continua.

o o . a -
La serie trigonométrica de f, en el intervalo dado, es —> + Z[an cos(nmx)+b sen(nmrx)]
n=1
1
donde b, = .[ f(t)sen(nrxt)dt . Puesto que f es una funcion par, todas estas integrales se
-1
anulan, pues los integrandos son impares y el intervalo de integracién es simétrico

respecto del origen. Obsérvese que denominando a, =2¢, y a, =, para todo n2>1,

0 a o0
tenemos Zan cos(nmrx)= -2+ Zan cos(nzx)

n=0 n=l1

Puesto que la serie de Fourier converge uniformemente a f'en toda la recta, en particular
converge puntualmente en x = 1 (y en todos los puntos...). Por lo tanto, vale la igualdad

a_20 n i(—l)"an = % + ian cos(nz) = f(1)=1log(2)

Para la extension 2-periodica ]N” de la derivada de f, podemos aplicar el teorema de

convergencia puntual de Dirichlet: la serie — 72'2 na,sen(nmz x) converge puntualmente a
n=1
[f'(x*) + ]N”(x* )] para todo x. En particular, para los puntos x € (—1,1) es ]N”(x) = f"(x)

1
2

y por lo tanto, para x = %:

- ﬂz 2k +a,, (1) = - ﬂz 2k + l)az,msen( 2k2+ ! ﬁj =— 72'2 na,sen(nm3)=
k=0 k=0

n=l

5
= f'(%)=(4x3 log(1+x?) + 2x zj
1+x i

Por lo tanto:

- oo Y5, L
;(2k+1)a2k+1(—1) = ”(mg[ > j+zoj




3. Describir un problema fisico que pueda modelarse como

ou ou
N X - L (6,6 =0 O<x<2 , t>0
() 8t(x ) axz(x ) x
(@) u(x,0) = g(x) 0<x<2
@) u(0,1)=1 t>0
(iv)a—u(2,t):0 t>0

ox

y resolverlo, sabiendo que g(x) :1+chsen(2’;“ ﬂx) para todo x €[0,2]. (Se supone
k=0

que los coeficientes cx son datos del problema).
Resolucion: Se trata de un clasico problema de difusion de calor en una varilla
homogénea de longitud 2, con un extremo a temperatura constante y otro aislado

térmicamente.

Mediante separacion de variables y principio de superposicion se obtiene

u(x,t)=1+ icksen(zﬁ“ ﬁx)e_(%)zﬂzt 3.1
k=0

La convergencia de esta serie, para ¢ > 0, es absoluta y uniforme y es derivable término a
término. Es facil ver que cada término de (3.1) es una solucion de la ecuacion (i); la
condicion (i7) se verifica inmediatamente tomando ¢ =0 en (3.1), y finalmente, en cuanto
a la condicion (iv):

Ou(x,t) _ i_ 2l 7, COS(Zk4+1 ﬂx)e*(¥)ﬂzf
ox k=0

es claramente nula para x = 2.




) sen(t) si tel0,7]
4. Calcular la transformada de Fourierde f(¢) = ) y calcular el valor
0 si te[0,7]

T [1+ cos(wr)]cos(wt)

de la integral impropia >
l-w

/4 . .
do parat= 7 Previamente, estudie su

convergencia.

Observacion: En la resolucion hemos analizado la convergencia y hemos calculado el
valor principal para todo ¢ € R. No se pretende que el alumno haga el desarrollo detallado
que sigue a continuacion.

Resolucion: El integrando de .[ i+ cos(law)]cos(ta))dw tiene un problemaen w=1y

en @ =—1. En ambos casos, 1+ cos(wrz)=0. Podemos utilizar la regla de I’Hopital para

obtener el limite del integrando cuando @——>1 y cuando @——>—1: en ambos casos
el limite es el mismo (no debe sorprender: se trata de una funcion par....):

1+ cos(nw) —7zsen(rw) _ 0
1— w? o1 7 )

1+ cos(nw) —msen(w) 0
1_ a)Z w—s—1 7 2

Por lo tanto, podemos asumir que el integrando es continuo en toda la recta. Ahora, para
|a)| > 1, tenemos la acotacion:

|[1+cos(7ra))]cos(ta))| P )
| - \1 o @ -1

y la integral j —da) converge para cualquier @ > 1 (se puede ver, por ejemplo,

mediante el criterio de comparacion asintdtica con o bien calculando la integral

Ty
a)z
directamente, que no es tan terrible). Podemos concluir, entonces, que para cualquier

t € R la integral I [1+C05(ﬂa))]zcos(za;)

-

dw converge absolutamente.

Ahora que estamos tranquilos, calculemos:



a

@ fo)= | e a=] sen(f)e-fmd/’f’”{ e eostt) + ia)sen(t)]} e

0 o -1 t=0
e—iam’ 1 _e—iam' _1 e—i{uzz +1
= -1]- 1]= =
-]

@’ -1 -’

_ I+cos(wr) ; sen(@r)
-’ 1- o’

Es decir: para todo o ¢ {— 1,1}: f(a)) = 1+1cos(czo7r) - 'Sin(a”;) .
- -

Ahora, para w =1:

v Vi

F()= jw f(t)edt = j sen(t)e™"'dt = j sen(t) cos(t)dt — if sen(t)dt =

_ {%sen(t)Z }Z;’ —ifl[r - sen(t)cos(t)]}zg - —i%

y analogamente:

V4 V4

7 't —it 3, _ it 3. _ '” 2 Je 7
f(=1)= jw f(t)e dt—.([ sen(t)e’'dt = ! sen(t)cos(t)dt + i ! sen(t)dt = .= i

Hemos completado el calculo de f :

l+cos(czz)7r)_l,sen(a)72z) i o =l
l-w l-w
f(w) = —i% si =1 (4.1)
iz si =1
2

(b) La transformada f , dada por (4.1) , es continua (puede comprobarse facilmente

mediante la regla de I’Hopital) y absolutamente integrable. Para verificar esto ultimo, se
pueden seguir las lineas del estudio hecho al principio de la resolucion de este ejercicio.

Podemos aplicar, entonces, el teorema de inversion (la funcion fverifica las condiciones
de Dirichlet):



LT i, 01 (14 cos(or) sen(a)ﬂ)
f=5 [T dco——jw( o L

j[cos(a)t) +isen(wt)]dw =
27 -

= LT(—I + cos(r) cos(wt) + —S(in(a”;) sen(a)t)jda) +
-

2r 7 1- o’
+ L j (Msen(a)t) Mcos(a)t)jdco
2\ 1-w l-w

Puesto que f toma valores reales, la componente imaginaria del Gltimo miembro es
necesariamente nula (de hecho, el integrando es impar). Por lo tanto, para todo #:

c[1 +cos(a)7z)]cos(a)t) do LI sen(aw)sen(a)t)d

JOE ”j —

—00

-’ 2r

_|sen(t) si te[0,7]
o si te&[0,7]

En particular:

0= f(-2)= J‘ ¢ [1+ 005(6;)7_1 )a];OS( ® 2) deos %T Sen(w;ziszz(—a)g) o
] [1+ cos(aw)] cos(w ”) 1 I sen(aw)sen(a)”)
i 27[ 1-
y
1 F[l+cos(wr)]cos(w%) 1 'f sen(wr)sen(w?)
1=f(7)—gj; o da)+g_jw s do

. . 1 "¢ [1+ cos(wr)]cos(@w=
Sumando miembro a miembro, obtenemos — .[ [ (@7)]cos(3)
T

—00

dw =1, es decir:

-’

ju cos(lcom]zcos(wﬂ do=7 .
-

—00




I\)l-\~1

. Analizar la existencia

1 si 0<t<
5.Seaf f :[0,400)——>R tal que f(¢)=
sen(t) si t>7%

de la transformada de Laplace de /'y dar su dominio de convergencia. Resolver la
ecuacion

V'O =-2y'O+2y@0=f@) , t>0

con las condiciones iniciales y(0) ='(0)=0.

Resolucion: f es continua (en el punto =7 los limites laterales de f coinciden con
f(5)=1) y de orden exponencial, pues para todo > 0:| f (t)| <e'. Ahora, su

transformada de Laplace es

-z

3 +o R0 st +o .
F(s)= je_”dt + jsen(t)e_”dt =17 +L J-[e”_” —e " dt =
0 z z
2

t=0+

2

El dominio de convergencia es el semiplano # = {s e C:Re(s) > O}: las singularidades
de Fson0,i y—i.

Ahora, aplicando la tranformacion de Laplace a la ecuacién, teniendo en cuenta las
condiciones iniciales e indicando con Y la transformada de Laplace de y:

s’Y(s)—25Y(s)+2Y(s) = F(s)



F(s)

Resulta entonces: Y(s) =—
s°=2s+2

y por lo tanto, y =g * /', donde g es una funcion
1 -7 !

P =25s+2 s—(+i) s—(1-i)
(1-i)t

cuya transformada de Laplace es G(s) = . Entonces,

si elegimos g continua en [0,40): g(7) = -4 + L™ paratodo 1>0.




